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Аннотация: Рассмотрены методические рекомендации по применению 
теории теплопроводности, методов математической метрологии и теории погреш-
ностей для получения записи целевой функции, постановки и последующего ре-
шения задачи оптимизации методов и устройств для измерения теплофизических 
свойств веществ. Приведен пример применения данных рекомендаций при разра-
ботке метода плоского импульсного источника теплоты для контроля теплофизи-
ческих свойств твердых материалов.  

Введение 

Выбор оптимальных значений как основных конструкционных размеров 
устройств, так и значений режимных параметров методов измерения теплофизи-
ческих свойств (ТФС) веществ значительно повышает успех выполнения работ 
по проектированию и разработке новых методов и устройств, обладающих улуч-
шенными метрологическими характеристиками. 

В ФГБОУ ВО «ТГТУ» накоплен опыт [1 – 11] проектирования методов  
и устройств для измерения ТФС веществ на основе решения задач оптимизации  
с использованием целевых функций, для получения которых (с применением ме-
тодов математической метрологии, теории погрешностей и математической физи-
ки) следует использовать следующие методические рекомендации о практическом 
порядке выполнения действий: 

1) представить в виде словесного описания, схемы или чертежа физическую
модель устройства [1 – 5, 7 – 11] для осуществления проектируемого и разрабаты-
ваемого метода измерения ТФС веществ;  

2) записать постановку прямой краевой задачи теплопроводности, описы-
вающей температурное поле внутри образца материала при проведении экспери-
ментального измерения ТФС с применением методов математической физики 
(чаще всего, методов теории теплопроводности); примеры таких работ проведены 
в публикациях [1 – 3, 5 – 7, 10, 11]; 
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3) получить ее аналитическое решение в виде формул, позволяющих рассчи-
тывать температурное поле внутри образца исследуемого материала путем реше-
ния прямой краевой задачи теплопроводности, например так, как это показано  
в [1 – 3, 5 – 7, 10, 11, 14, 16]; 

4) получить расчетные формулы для вычисления искомых ТФС по экспери-
ментальным данным, определяемым в процессе измерения этих ТФС, на основе 
решения прямой краевой задачи теплопроводности [1 – 3, 5 – 7, 10, 11]; иногда 
возможно получение расчетных формул на основе постановки прямой краевой за-
дачи теплопроводности без использования ее аналитического решения [1, 10, 11]; 

5) путем применения методов математической метрологии и теории погреш-
ностей [1 – 7, 13] на базе полученных расчетных формул для вычисления искомых 
ТФС надо получить целевые функции (в виде формул для вычисления средне-
квадратичных оценок относительных погрешностей косвенных измерений иско-
мых ТФС), обычно зависящие: а) от режимных параметров проведения процесса 
измерения; б) основных конструкционных размеров измерительного устройства; 
в) параметров применяемого алгоритма обработки экспериментальных данных;  
г) погрешностей измерения физических величин, непосредственно определяемых 
в процессе эксперимента; 

6) в дальнейшем формулы (для вычисления среднеквадратичных оценок от-
носительных погрешностей косвенных измерений искомых ТФС) используют  
в качестве целевых функций при математическом моделировании погрешностей 
измерения ТФС [1 – 7] и решении задач оптимизации методов и устройств для 
измерения искомых ТФС; в результате решения задачи оптимизации, как правило, 
определяют наилучшие (обеспечивающие минимизацию погрешностей измерений 
искомых ТФС исследуемых веществ и материалов) значения: а) режимных пара-
метров проведения процесса измерения; б) основных конструкционных размеров 
измерительного устройства; в) параметров алгоритма обработки эксперименталь-
ных данных; г) погрешностей измерения физических величин, непосредственно 
определяемых в процессе эксперимента по измерению искомых ТФС; 

7) сформулировать практические рекомендации по осуществлению как ре-
жимных параметров разработанного нового метода измерения ТФС, так и основ-
ных (базовых) конструкционных размеров устройства для осуществления этого 
метода с учетом результатов решения задачи оптимизации; как правило, сформу-
лированные практические рекомендации могут быть использованы в качестве 
основы при записи формулы изобретения и последующей подачи заявки на изо-
бретение с целью защитить результаты выполненной работы (исследования) па-
тентом [4, 5];  

8) следует отметить, что после изготовления опытного образца измеритель-
ного устройства и экспериментальной проверки разработанного нового метода 
измерения ТФС веществ (с использованием эталонных материалов с известными 
теплофизическими свойствами), в алгоритм для обработки экспериментальных 
данных, как правило, приходится включать методику введения поправок на сис-
тематические погрешности измерений ТФС [6]. 

Пример применения теоретических основ математической физики,  
математической метрологии и теории погрешностей при выводе расчетных 

соотношения для вычисления среднеквадратичных оценок  
относительных погрешностей измерения ТФС веществ при разработке  

метода плоского импульсного источника теплоты 

Цель работы – рассмотрение примера выработки рекомендаций по выбору 
наилучших (оптимальных с точки зрения минимизации погрешностей измерения 
ТФС) режимных параметров метода плоского импульсного источника теплоты  
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и основного конструкционного размера устройства для его осуществления,  
а именно [6 – 8]: 1) рекомендуемых условий как сбора данных, так и осуществле-
ния процесса обработки данных, полученных в ходе эксперимента; 2) оптималь-
ной длительности теплового импульса, подводимого к плоскому нагревателю;  
3) значения толщины средней пластины образца исследуемого материала, обеспе-
чивающего минимизацию погрешности измерений. 

Физическая модель измерительного устройства представляет собой ячейку, 
в которую помещают образец, состоящий из трех пластин – нижней, средней  
и верхней. Наиболее высокие требования предъявляются к точности изготовления 
средней пластины толщины x, верхняя и нижняя грани которой должны быть  
выполнены строго параллельно друг другу. Между нижней и средней пластинами 
обычно размещают малоинерционный плоский нагреватель, а между средней  
и верхней – устанавливают датчик температуры, например, термометр сопротив-
ления или термоэлектрический преобразователь (термопару) [1 – 5, 7, 15]. 

Математическая модель температурного поля в образце исследуемого  
материала при использовании рассматриваемого метода и устройства. Для рас-
сматриваемого метода плоского импульсного источника теплоты, математическая 
модель температурного поля T(x, τ) представляет собой краевую задачу теплопро-
водности [4, 5]: 
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где x, τ – пространственная координата образца и время соответственно;  
cρ, λ – соответственно объемная теплоемкость и теплопроводность исследуемого 
материала; Т0 – начальная температура материала (в момент времени τ = 0), при-
нимаемая за начало температурной шкалы в каждом эксперименте, то есть Т0 = 0; 
τи – длительность реального (не мгновенного) теплового импульса, подводимого  
к нагревателю; ( )и,ττq  – функция, определяющая импульсный плоский источник
теплоты; cq – тепловой поток, подводимый к образцу через поверхность x = 0  
в течение промежутка времени и0 τ≤τ< ; ( ) ( )и, τ−ττ hh  – единичные асиммет-
ричные ступенчатые функции, задаваемые соотношениями [4, 5, 12]: 
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Аналитическое решение краевой задачи (1) – (4)  имеет  вид [7, 19, 20]: 
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erf – функция ошибок Гауса [4, 5, 12, 14 – 16].

Для времени иτ≥τ  решение (6) с учетом (7) принимает вид 
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Традиционный подход к проведению эксперимента и последующей обработ-
ке полученных данных при измерении ТФС известным методом плоского «мгно-
венного» источника теплоты состоит из нескольких этапов [1, 2, 7]: 

1) изготавливают образец исследуемого материала в виде трех пластин, меж-
ду которыми размещают плоский нагреватель и термоэлектрический преобразо-
ватель, а затем дожидаются достижения равномерного распределения темпера-
турного поля ( ) const, 0 ==τ TxT  внутри исследуемого образца;

2) в течение очень короткого промежутка времени и0 τ≤τ<  на плоский
электронагреватель площадью S подают постоянную мощность P и по сигналу 
термопары регистрируют изменение разности температур [T(x, τ) – T0] во времени τ; 

3) по полученным экспериментальным данным определяют максимальное
значение разности температур [Tmax – T0] = [T(x, τmax) – T0] и значение момента 
времени τ = τmax, соответствующее этому максимальному значению [Tmax – T0]; 

4) по этим значениям τmax, Tmax – T0 с учетом известных значений расстояния x
и суммарного количества теплоты Qn, подведенного к образцу, вычисляют иско-
мые значения коэффициента температуропроводности a и теплопроводности λ ис-

следуемого материала по известным формулам [1, 15] 
max

2

2τ
=

x
a , 

max2πτ
=λ

T

Qn . 

Для традиционного порядка проведения эксперимента и обработки получен-
ных данных характерны следующие недостатки: 1) высокая относительная по-
грешность определения момента времени τ = τmax (порядка 15 – 20 %), 2) отсутст-
вие рекомендаций по выбору: а) оптимальных условий обработки эксперимен-
тальных данных; б) оптимальной толщины x средней пластины образца; в) опти-
мального значения длительности τи  теплового импульса. 

Расчетные формулы для вычисления искомых ТФС по экспериментальным 
данным. Методика обработки экспериментальных данных, предложенная  
в [4, 5], базируется на использовании безразмерного параметра 
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представляющего отношение текущего значения разности температур ( )[ ]0, TxT −τ
к ее максимальному значению [ ] ( )[ ]0max0max , TxTTT −τ=−  в момент времени
τ = τmax, каждой величине которого, а следовательно, каждому значению γ,  
на интервале 0 < τ < τк (где τк – момент окончания эксперимента) соответствует 

конкретный момент времени τ′  и значение безразмерной функции ( )
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По данным, полученным в процессе экспериментального измерения ТФС  
(в виде массива разностей температур ( )[ ]0, TxT −τ , соответствующих известным
моментам времени τ), в процессе обработки необходимо определить величину 
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2
, соответствующую заданному значению 

безразмерного параметра γ. Для этого в [4, 5] предложен следующий подход. Если 
в формулу (8) подставить значение τ = τmax, то получаем  
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а после деления (8) на (8а) соотношение (9) приобретает вид 
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В ходе выполненного исследования, при численном моделировании процесса 
измерений определяли массив разностей температур ( )[ ]0, TxT −τ , а затем, мето-
дом перебора, находили максимальное значение 0max TT − , аналитическое выра-
жение для которого получается из (8) при τ = τmax в виде (8а).  
При известном 0max TT −  и заданном γ из уравнения (9а) находили его корень  
в виде значения безразмерной функции ( )τ′U . По найденному значению безраз-
мерной функции ( )τ′U  (при известных соответствующих значениях х и τ′ ),  

на основе соотношения ( )
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2
 искомое значение коэффициента темпера-

туропроводности вычисляли по формуле 
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С учетом (8) и (9), формула для вычисления теплопроводности приобретает вид 
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Математическая модель среднеквадратичной оценки относительных  
погрешностей (δа)ск измерения коэффициента температуропроводности. Соглас-
но теории погрешностей [1, 7, 13], после логарифмирования зависимости (10), 
определения дифференциала от левой и правой частей и последующего выполне-
ния действий по рекомендациям [1 – 5, 7], получено соотношение 
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применяемое в дальнейшем при осуществлении расчетов в целях определения 
(для случая измерения коэффициента температуропроводности) оптимальных 
значений: 1) безразмерного параметра γ; 2) основного конструкционного размера 
x средней пластины исследуемого образца. 

Математическая модель среднеквадратичной оценки относительной по-
грешности (δλ)ск измерения теплопроводности λ. С учетом того, что при каждой 
известной длительности иτ  теплового импульса значения момента времени 

( )γτ′=τ′  и безразмерной функции ( )( ) ( )γ′=γτ′ UU  зависят от безразмерного па-
раметра γ, ранее полученная формула (11) для вычисления теплопроводности λ 
преобразована к виду [4, 5]  

( )( )[ ]
( )γ

−γτ
=λ F

TxT

xqc

0,
,    (13) 

где ( ) ( )( ) ( )( )[ ]и, τ−γτ′γτ′Φ≡γ UUF .
Согласно рекомендациям теории погрешностей [1, 7, 13], после логарифми-

рования зависимости (13), определения дифференциалов от левой и правой частей 
и последующего выполнения действий по рекомендациям, детально изложенным 
в [1 – 5, 7, 13]), в работах [4, 5] получено соотношение для вычисления средне-
квадратичной оценке (δλ)ск относительной погрешности определения теплопро-
водности, имеющее вид 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2

0
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0max
222

ск
,

1
1

⎟
⎟
⎠
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⎪
⎬
⎫
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⎪
⎨
⎧

−δγ++
γ∂

γ∂

γ
+δ+δ=δλ

TxT

T
TT

F

F
xqс . (14) 

Выбор оптимального значения длительности τи теплового импульса, подво-
димого к плоскому нагревателю. В процессе работы стало очевидно, что относи-
тельные среднеквадратичные погрешности (δа)ск измерения коэффициента тем-
пературопроводности a и (δλ)ск измерения теплопроводности λ зависят также  
от длительности τи теплового импульса. Для снижения погрешностей измерения 
теплопроводности (δλ)ск при проведении измерений надо обеспечить такие режи-
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мы выполнения экспериментов, при которых максимальная разность температур  
в образце менялась бы не очень сильно, то есть [ ] const.0max ≈−TT
Для этого к единице поверхности (1 м2) образца в каждом эксперименте следует 
подводить примерно постоянное количество теплоты, Дж/м2, .const2 ип =τ= cqQ  
Тогда потребляемую нагревателем мощность, обеспечивающую выполнение ус-
ловия Qп ≈ const, можно рассчитать по формуле P = QпS/τи. При этом тепловой 
поток (от нагревателя, имеющего мощность P и площадь S), подводимый к ниж-
ней стороне средней пластины в течение промежутка времени и0 τ≤τ≤ , можно 
вычислить по формуле [4, 5] 

S

P
qc

2
= .     (15) 

Экспериментальные исследования показали следующее. При использовании 
образцов теплоизоляционных материалов (с толщиной средней пластины  
2,5…5,0 мм, коэффициентом температуропроводности a = (1…1,5) 10–7 м2/с и те-
плопроводностью λ = 0,05…0,2 Вт/(м·К), для получения разности температур  
в диапазоне 3…7 °C подводимое к единице поверхности количество теплоты 
должно быть в диапазоне значений Qп ≈ 50…80 кДж/м2. При значениях величины 
Qп = 55 кДж/м2 и площади нагревателя S = 0,01 м2, потребляемую нагревателем 
мощность можно вычислить по формуле 

и

550

τ
=P .      (16) 

После логарифмирования выражения (15), определения дифференциалов от 
его левой и правой частей, а также выполнения рекомендаций теории погрешно-
стей [1, 10, 17], получаем 

( ) ( )
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После подстановки (17) в (14) при вычислении ( )иτP  по формуле (16), получаем
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(18) 

Результаты численного моделирования среднеквадратичных оценок отно-
сительных погрешностей измерения коэффициента температуропроводности a 
и теплопроводности λ. Из полученных формул (12) и (18) рассчитаны зависимо-
сти среднеквадратичных относительных погрешностей (δа)ск, (δλ)ск при длительности 
теплового импульса τи = 21 с (рис. 1). При этом использованы исходные данные: 
δS = 0,5 %, Qп = 55 кДж/м2, 5 с < τи < 40 с, a = 1,06⋅10–7 м2/с, λ = 0,194 Вт/(м⋅К), 
ΔP = 0,5 Вт, x = (2…8) мм, Δx = 0,1 мм, ΔТ = 0,05 K.  

В процессе работы выяснилось, что минимальные значения относительных 
погрешностей (δа)ск, (δλ)ск зависят не только от величины безразмерного парамет-
ра γ, но и от значения расстояния x от плоскости размещения нагревателя  
до плоскости установки термопары, измеряющей разность температур 
( )[ ]0, TxT −τ′ . Поэтому принято решение построить (на плоскости с координатами

γ и x) линии равных уровней погрешностей (рис. 2).  
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место при значениях безразмерного параметра в диапазоне 59,035,0 ≤γ< a  и зна-
чениях основного конструкционного размера измерительного устройства в преде-
лах, мм, 0,50,4 ≤< x . При этом минимальные значения погрешности (δа)ск дости-

гаются при 465,0опт ≈γa  и 5,4опт ≈
ax  мм.

В то же время, приемлемые значения среднеквадратичных относительных 
погрешностей (δλ)ск измерения теплопроводности λ имеют место в диапазоне зна-
чений 0,190,0 ≤γ<  и 6,34,2 ≤< x . При этом минимальные значения погрешно-

стей (δλ)ск достигаются при 1опт ≈γλ  и 0,3опт ≈
λx  мм.

Таким образом для достижения минимальных значений погрешности (δа)ск  
и (δλ)ск при измерении коэффициента температуропроводности a и теплопровод-
ности λ исследуемого материала, следует использовать измерительный преобра-
зователь с расстоянием между измерителем температуры и нагревателем  

в диапазоне, мм, 3,0 < x < 4,5, причем можно принять 75,3
2

оптопт
опт =

+
=

λxx
x

a
 мм.  

Для уточнения оптимального значения длительности τи теплового импульса, 
обеспечивающего достижение минимальных значений относительных погрешно-
стей (δа)ск, (δλ)ск и среднеарифметических значений погрешностей 

( ) ( )[ ]
2

скск
ср

δλ+δ
=δ

a
 измерения ТФС a и λ, выполнены расчеты по формулам 

(12) и (18) (при уже ранее определенных оптимальных значениях 465,0опт =γa ;

1опт =γλ ; 75,3опт =x  мм) (рис. 3). Очевидно, что при изменении длительности τи
теплового импульса, среднеарифметическое значение среднеквадратичных  
оценок относительных погрешностей принимает минимальные значения  
при ≈τопти  21 с, находящемся в диапазоне 18 < τи < 24.

Из приведенной зависимости может сложиться неправильное впечатление, 
что при учете влияния длительности τи теплового импульса снижение погрешно-
стей измерений происходит всего на 0,025 – 0,063 % (см. рис. 3). Применение 
предложенных в работах [6 – 8] метода измерения и методики обработки данных 
позволяет величину среднеарифметического значения среднеквадратичных оце-
нок относительных погрешностей  

( ) ( )[ ]
2

скск
ср

δλ+δ
=δ

a
  (19) 

снизить на 5 – 8 % по сравнению с традиционным методом плоского «мгновенно-
го» источника теплоты [1, 2, 10, 19]. 

Для иллюстрации данного факта выполнены расчеты значений коэффициен-
та температуропроводности a и теплопроводности λ при различных значениях 
длительности τи теплового импульса с применением: 

– предложенных в работах [4, 5] расчетных соотношений (10) и (11);
– расчетных соотношений [1, 2, 7, 15]:

max

2

мгн
2τ

=
x

a ;
maxmax

0
мгн

e22 T
xQn

τπ
=λ ,      (20) 
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Рис. 3. Зависимости среднеарифметических значений (19)  
среднеквадратичных оценок относительных погрешностей (δа)ск и (δλ)ск  

измерения коэффициента температуропроводности a и теплопроводности λ  
от длительности τи теплового импульса при обработке данных  
методом плоского импульсного источника теплоты [6 – 8] 

используемых при осуществлении традиционного метода плоского «мгновенно-
го» источника теплоты. В этих расчетах использованы точные значения 

7
т 1006,1 −⋅=a  м2/с; 194,0т =λ  Вт/(м⋅K); 75,3опт =x  мм, а величину мощности 

вычисляли по формуле (16). 
После вычисления значений a и λ по формулам (10) и (11), а также aмгн  

и λмгн по формулам (20), рассчитывали погрешности %100
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В результате получены графики ( )и1 τ=δ f  и ( )и2мгн τ=δ f  (рис. 4). Из при-
веденных графиков видно, что при численном моделировании измерения тепло-
физических свойств получены следующие результаты: 

1) при использовании предлагаемого в работах [4, 5] метода плоского
импульсного источника теплоты среднеарифметические значения погрешностей 

( )и1 τ=δ f  обработки данных не превышают 1 %;
2) при обработке данных с применением расчетных соотношений (20),

лежащих в основе традиционного метода плоского «мгновенного» источника  
теплоты [1, 2, 7, 15], среднеарифметические значения погрешностей обработки 

данных 
[ ]

( )и2
мгнмгн

мгн
2

τ=
δλ+δ

=δ f
a

 достигают величин 5 – 8 % при длитель-

ности теплового импульса в диапазоне 17 < τи < 30. 
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Рис. 4. Сравнение погрешностей обработки экспериментальных данных:  
1 – ( )и2мгн τ=δ f  – традиционным методом плоского «мгновенного» источника теплоты;  
2 – ( )и1 τ=δ f  – методом плоского импульсного источника теплоты [4 – 7] 

Заключение 

Рекомендации по осуществлению метода плоского импульсного источника 
теплоты, предложенного в [5, 7]. При измерении теплофизических свойств  
исследуемого материала, значения коэффициентов температуропроводности a  
и теплопроводность λ которого отличаются от использованных в данной статье  
(в исходных данных рассмотренных выше расчетов), следует поступить следую-
щим образом: 

1) путем проведения предварительных измерений следует экспериментально
определить ориентировочные значения коэффициента температуропроводности 
aор и теплопроводности λор исследуемого материала; 

2) действуя по аналогии с представленной методикой, необходимо осущест-
вить расчеты (при найденных значениях aор и λор) в целях определения (уточне-
ния) оптимальных значений параметра γопт и конструкционных размеров axопт
и λ

оптx  средней пластины, применяемой для измерения коэффициента температу-
ропроводности a и теплопроводности λ; 

3) изготовить образцы с двумя средними пластинами с толщиной axопт
и λ

оптx , либо с одной средней пластиной с толщиной ( ) 2оптоптопт
λ+= xxx a ;

4) путем проведения серии экспериментов (с изготовленными образцами)
осуществить измерения и последующую обработку полученных данных  
и, в результате, получить значения искомых коэффициента температуропровод-
ности a и теплопроводности λ исследуемого материала. 
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Abstract: The paper presents guidelines on the application of the theory 
of thermal conductivity, methods of mathematical metrology and the theory of errors 
to obtain a record of the objective function, formulation and subsequent solution of 
the problem of optimizing methods and devices for measuring the thermophysical prop-
erties of substances. An example of the application of these recommendations 
in the development of the method of a flat pulsed heat source for monitoring 
the thermophysical properties of solid materials is given. 
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Methodik zur Erhaltung der Zielfunktion und Lösung  
der Optimierungsprobleme bei Methoden und Geräten zur Messung  

der thermophysikalischen Eigenschaften von Stoffen am Beispiel  
des Verfahrens einer flachen Pulswärmequelle 

Zusammenfassung: Es sind die methodischen Empfehlungen für die 
Anwendung der Wärmeleitungstheorie, der Methoden der mathematischen Messtechnik 
und der Fehlertheorie betrachtet, um eine Aufzeichnung der Zielfunktion, 
die Festlegung und die anschließende Neuerstellung des Optimierungsproblems für 
Methoden und Geräte zur Messung der thermischen Eigenschaften von Substanzen 
zu erhalten. Ein Beispiel für die Anwendung dieser Empfehlungen bei der Entwicklung 
des Verfahrens einer flachen Pulswärmequelle zur Überwachung der 
thermophysikalischen Eigenschaften fester Materialien ist gegeben. 

Méthodologie d’obtention de la fonction cible et de la résolution  
des problèmes d'optimisation des méthodes et des dispositifs  

pour la mesure des propriétés thermophysiques des matières à l'aide  
de la méthode de la source de chaleur pulsée plate 

Résumé: Sont examinées les recommandations méthodologiques pour 
l'application de la théorie de la conductivité thermique, des méthodes de métrologie 
mathématique et de la théorie des erreurs pour l'enregistrement de la fonction cible, 
la formulation et la résolution ultérieure du problème d'optimisation des méthodes et des 
dispositifs pour mesurer les propriétés thermiques et physiques des substances. 
Est donné un exemple de l'application de ces recommandations lors de l’élaboration 
d'une méthode de source de chaleur pulsée plate pour contrôler les propriétés 
thermiques des matériaux solides. 
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